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1. Posibles Supuestos para la Intensidad de Llamada

Considere un grupo de disponibilidad total con N fuentes y n dispositivos en un sistema de pérdida.

o- O O O- ——> O 00 O

N fuentes n dispositivos

donde N y n pueden ser finitos o infinitos. Tambfé@n.

El sistema puede tenemocupaciones simultanegs, donde
0<p<min(, N)=r (TFL 1.1)

En la expresion

Ap=y(p)W(p)

(TFL1.2)
W(p)=1 para0< p<n

tenemos
W(p)=0 parap=n

Note que SiN < n, ninguna llamada es rechazada, ya que las fuentes no pueden producir mas de N
ocupaciones simultaneasn.

Posibles supuestos

Supuesto para la terminacién de ocupaciones

_p
Hp=2 (TGD 2.8)

Respecto a la intensidad de llamaga, puede hacerse uno de los siguientes supuestos:

Ns=n y(p)=(N-p)tp BERNOULLI (B)
N >n y(p)=(N-p)p ENGSET (EB) \ (TFL1.3)
también llamada
Erlang-Bernoulli
V.,
N>n
y(p) =y ERLANG (E) \
N = o0
N = o
y(p) =y POISSON (TFL 1.3)
n = o
n=o y(p) =a(y+p BINOMIAL NEG. (NB)
n finite y(p) =a(y+p) BINOMIAL NEG.
TRUNCADA (TNB) )




Para que el sistema sea capaz de aceptar unallamada W(p) en el estado (p), se asumira que

W(p) =1 cuandgp < n, y
(TFL 1.4)

W(p) = 0 cuandg = n

lo cual significa que todos los dispositivos estan ocupados en el grupo de disponibilidad total. El Gltimo Bipuesto
= ( se aplica s6lo cuandé = n.

Se asumira ademas, que las llamadas rechazadas no haran intentos repetidos con una intensidad de
llamada mas alta, es decir, la intensidad de llamada no cambiara por la existencia de congestién. La insercion de (TFL
1.3) y (TFL 1.4) en (TGD 2.8a) y (TGD 2.9) proporciona ahora las distribuciones descritas en la secuencia para el
grupo de disponibilidad total en un sistema de pérdida.

2. Distribuciones de Tréafico

Dependiendo de la seleccién de supuestos (TFL 1.3), pueden ahora derivarse diferentes distribuciones de
tréfico:

DISTRIBUCION BERNOULLI (N <n)

Supuestos (TGD 2.8) + (TFL 1.3B) + (TFL 1.4) insertos en (TGD 2.8a) y (TGD 2.9) dan

OvO _
[p]=[, Hra” Qi-a)h=r
(TFL 2.1B)

BG
1+ [0

DISTRIBUCION ENGSET (N > n)

Los supuestos (TGD 2.8) + (TFL 1.3EB) + (TFL 1.4) insertos en (TGD 2.8a) y (TGD 2.9) dan

i

>0 F

[p]=

(TFL 2.1EB)




DISTRIBUCION ERLANG (N>>n)

Supuestos (TGD 2.8) + (TFL 1.3E) + (TFL 1.4) insertosen (TGD 2.8a) y (TGD 2.9) dan

AP
__p!
[p]=—, Ve
20
0<ps<n (TFL 2.1E)
A=yl

DISTRIBUCION POISSON (N = o, n = o)

Los supuestos (TGD 2.8) + (TFL 1.3P) + (TFL 1.4) insertosen (TGD 2.84) + (TGD 2.9) dan

AP
[p]=="r&"

(TFL 2.1P)

DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA (N = o3, n = )

Los supuestos (TGD 2.8) + (TFL 1.3NB) + (TFL 1.4) insertosen (TGD 2.8a) + (TGD 2.9) dan

ro1= o -y
(TFL 2.1NB)

DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA TRUNCADA (N = o, n finite)

Los supuestos (TGD 2.8) + (TFL 1.3TNB) + (TFL 1.4) insertosen (TGD 2.8a) + (TGD 2.9) dan

(TFL 2.1TNB)




Debe observarse que:
1. La distribucién Engset (BE) es una distribucion Bernoulli truncada (B)
2. La distribucién Erlang (E) es una distribucién Poisson truncada (P)

de la misma manera que las dos distribuciones binomiales negativas (TNB) y (NB).

También debe notarse que:

1. (B) y (EB) asumen que la intensidad de llamada disminuye con el aumento del nUmero de ocupaciones.
2. (P) y (E) asumen una intensidad de llamada constante, independiente del nUmero de ocupaciones.
3. (NB) y (TNB) asumen que la intensidad de llamada aumenta con el aumento del nimero de ocupaciones.

Las distribuciones de trafico utilizadas con mas frecuencia en la teoria de trafico son (B) (EB) y (E). Las otras
tres (P), (NB) y (TNB) son menos usadas en la teoria, pero se han incluido aqui para ilustrar como supuestos diferentes
(TFL 1.3) pueden proveer diferentes descripciones del proceso de trafico estacionario. (NB) y (TNB) se utilizan algunas
veces para describir las propiedades de trafico de desbordamiento. Sin embargo, ya que (NB) y (TNB) son las que
menos se usan, se omitiran del presente texto. Para la derivacion de expresiones para la congestion, el trafico cursado
etc., remitiremos al lector a literatura adicional sobre el tema.

3. Congestion

El congestion de tiempo, E, es generalmente derivado de las distribuciones de/pgjafgarap = n. Cf
compare la definicién en (TGD 3.1) y (TGD 3.3).

La congestion de llamada, B, es derivada de las distribuciones de trafico, tal como se define en (TGD 3.2) y
(TGD 3.4).

BERNOULLI
E=0 (N <m)
(TFL 3.1B)
B=0 (N <m)
(Ya que N <n, ninguna llamada puede ser rechazada)
ENGSET
DN@DD”
n
EE S v
> H He
|/:()DV|:|
(TFL 3.1EB)
oV - 10
W
po_[n]GN-n) _ On 0O
n n [V\/‘ —_ 1|:|
dIplUN-p) QO g
= 0 v
p=0 v=0

Note queB < E



ERLANG

VZOT/ (TFL 3.1E)

Primera Formula de Erlang
B=E=E,(4)

(B = E ya que la intensidad es independiente del nimero de ocupaciones)

POISSON

E=B=0 (TFL 3.1P)

(Ya quen = )

Formulas Iterativas

Para el calculo numérico de las probabilidades de egtddda congestion de tiempo E y la congestion de
llamada B, asi como otras caracteristicas de las distribuciones de trafico, con frecuencia es conveniente usar férmulas
iterativas.

De (TGD 1.1) sigue qug/ puede calcularse dp-7/, o sea
Ap-1
[p]=—L—={p-1]

P
si aA,, y u, les son dados sus valores correctos. Si no es posible o practico calcular [0], se puede usar la siguiente
férmula de repeticion

Ap-1
ty=——U, (TFL 3.2)
Hp
paral <p <m

La repeticion empieza cap= [ y continlia hasta el valor mas alto posibl@de

Las probabilidades de estado se obtienen entonces como

Ip
[p]=<=— (TFL 3.3)

21k
k

[p]=1

lo cual satisface la condicion

Como un ejemplo simple, la férmula de repeticién para la distribucion Erlang se convierte en

A A

p=1=
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etc.

De la misma manera, se pueden obtener formulas iterativas del célculo de la congestion. A continuacion se dan
dos ejemplos de ello:

La Congestion de Llamada para la distribucién Engset

1 pila (TFL 3.4)
B, a N-v B,

dondeB, = 1 y la repeticidn termina pana= m.

La Férmula de Erlang se puede calcular facilmente de la siguiente expresion repetitiva

L _jv¥g I (TFL 3.5)
Ey(A4) A4 Ey,_i(4)
donde Eg(A)=1

Se pueden obtener formulas repetitivas similares para otras expresiones.

4, Trafico cursado y ofrecido

El trafico cursado es definido por (TGD 3.5) y el trafico ofrecido al grupo por (TGD 3.7)

BERNOULLI

Trafico cursado
n
A'=% p[p]=Na
p=0

Tréfico ofrecido (TFL 4.1B)

A= % sUN-p)BUp]=Na

p=0

Diferenciad4d=A4-A4'=0
Ya queB =0



ENGSET

4= Na @,_N—nqn] _ Na(i-B)

I+a N l+a(l-B)
(TFL 4.1EB)
Na

A=—""
I+a(l-B)

e g g NETB
1+a@l-B)

ERLANG

A'=A(1-E,(A))
A= Na (TFL 4.1E)

00

n=
Q1

a 0

AM=A-A'=AE,(A)

POISSON

A=A
A=Na (TFL 4.1P)
N =00
a=a=0
A4=0 (yaqueE =B =10)

Observe que A’ = 4 cuando B = 0, es decir, cuando no se rechazan llamadas desde el grupo de disponibilidad
total.

5. Cargaen € dispositivo v :ésimo

Para caceria aleatoria se espera que cada dispositivo tenga la misma carga; por tanto,

a :% parav=1,2, ..., n (TFL 5.1)

Para caceria secuencial las expresiones se hacen mas complicadas. Sélo la expresién para las distribuciones
Erlang y Poisson parecen ser simples, a saber

ay=AAE,—;(4)—E,(4)) (TFL 5.2E)

La expresion (TFL 5.2E) es valida también para la distribuciéon Poisson.

6. Factor de mejoramiento

El factor de mejoramiento, que describe cuanto mas trafico se puede cursar cuando un grupo aumenta de n a
n +An dispositivos, es definido por (TGD 3.10). Para un aumento en el grupo de n a n+ 1 dispositivos, damos las
siguientes expresiones.



BERNOULLI
F(n)=A(n+1)-A'(n)=Na-Na=0 (TFL 6.1B)

(YaqueN <n, n dispositivos son suficientes para cursar todo el trafico ofrecido al grupo).

ENGSET
F(nN)= Na(l-B')  Na(l-B)
I+a(l-B') I1+a(l-B)
donde
+1
B'=B(N,n+1)=———— (TFL 6.1EB)
OV -Igd
O e
v=()D v U
y
oV -10
i
B=B(N,n)=—2"
iDN - IDWV
28 F
ERLANG
F(n)=AUE,(A)-E,+;(4)) (TFL 6.1E)
POISSON y BINOMIAL NEGATIVA
No significativas ya que = «
7. Probabilidad de que X dispositivos especificos estén ocupados

Esta expresion, H(x), como se da en (TGD 3.11), sélo se aplicara para caceria aleatoria.

BERNOULLI

H(x)= v (TFL 7.1B)

=] e

[
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ENGSET
Hix)= E(n,N,a) \
E(n—x,N —x,a)
donde
E(n,N,a)=[n]=
7 ONO
25 B
v=0
(TFL 7.1EB)
DN—xDmn—x
He-xH
E(n—x,N—x,0)=—
n xDN—xDmV
Pl
ERLANG
H(x) = L) J (TFL 7.1E)

En—x(A)
(Férmula Palm-Jacohaeus)

dondeE, (4) es la Primera FOrmula de Erlang.
POISSON
No significativa desde que no=

Notese que las expresiones H(x) para EB y E tienen ambas la apariencia formal de las probabilidades
condicionales. La misma se aplica también a la distribucién binominal negativa truncada.

8. Comentarios generales

En las secciones anteriores hemos presentado, en forma resumida, formulas para las distribuciones de tréafico,
congestién, trafico cursado y ofrecido y otras caracteristicas tipicas para las distribuciones de tréfico tratadas aqui.
Algunas férmulas han sido sencillas y otras lo han sido menos. Siempre es una ventaja si una caracteristica de trafico
puede expresarse en una formula simple. Eso hace mas facil entender su significacion y hace méas sencillo hacer
deducciones algebraicas adicionales, asi como llevar a cabo célculos huméricos.

La importancia de formulas simples, sin embargo, ha cambiado de valor con el tiempo, ya que en los paises
desarrollados la mayor parte de los célculos de trafico se hacen actualmente en computadoras electronicas. Esto
significa que una féormula sencilla para la mente humana no siempre es simple de programar. Por tanto, a veces puede
ser preferible programar algunas formulas que contengan signos de sumas o productos

Todas las distribuciones dadas anteriormente, asumen que la intensidad de llamada no cambia por llamadas
rechazadas. Este supuesto proporciona expresiones matematicas mas simples. Sin embargo, es muy posible introducir I
asunciéon de que las fuentes de trafico que obtienen llamadas rechazadas, hacen nuevos intentos con una intensidad d
llamada més alta. Tal supuesto aumentaria el realismo de la descripcion del proceso de trafico, pero también
incrementaria las complicaciones matematicas.

Sin embargo, si tal supuesto debiera introducirse, debe tenerse en mente que la congestion, especialmente en el
grupo considerado, es s6lo una razén menor para intentos repetidos. Otras razones son generalmente de mucha mayo
influencia sobre la cantidad de intentos de llamadas repetidos.
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EJERCICIOS A
Grupo de disponibilidad total, sistema de llamada perdida. Ejercicios basicos.

Cudl es el trafico ofrecido, expresado en erlangs, si la tasa de llaynaliempo medio de ocupacién
son respectivamente:

a) 1,000 llamadas/hora, 90 seg.
b) 1,200 llamadas/hora, 2 min.
¢) 4 llamadas/seg. 1.6 min.
d) 3 llamadas/min. 0.04 hora

Cual es el numero esperado de llamadas por hora, si el trafico ofrecido es de 35 erlangs y el tiempo medio
de ocupacion es de 14@sados?

Cuél es el tiempo medio de ocupacidn, en segundos, si el tréfico ofrecido = 33 erlangs y la tasa de
llamadas = 1,100 llamadas/hora?

En un grupo consistente de 10 dispositivos, el nimero de dispositivos ocupados fue leido continuamente
durante un periodo de tiempo. EIl desarrollo en tiempo se muestra en la figura de abajo. También se
ofrece en un diagrama, la proporcién del periodo total cuando exactamente 0, 1, ..., 10 dispositivos
estaban ocupados.

V A

-|_|—-I_ 10

TXAS

TXA 6

"
»

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5 10 15 20 25 %

a) Calcule el trafico manejado por el grupo durante el periodo y calcule la congestién de tiempo.

b) Suponga que el grupo se estudié durante los puntos de tiempo dados en el diagrama. Qué estimado de
trafico manejado y qué congestion de tiempo se habria obtenido entonces?

Suponga que un grupo consiste de 10 dispositivos. Usando la tabla de Erlang, calcule la congestién con 4
decimales para los siguientes valores de A = tréfico ofrecido:

A=1,3,5,10, 15, 25, 50, 100, 200, 300 erlangs.

Suponga que a un grupo se le ofrece un trafico de 10 erlangs. Usando la tabla de erlang, calcule la
congestidén con 4 decimales para los siguientes n nimeros de dispositivos:

n=1,2,3,5,7,10, 13, 20, 23, 30.
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Cudl es el trafico mas alto en erlangs que se puede ofrecer a un grupo de 20 dispositivos, si la congestion
permitida es a lo sumo 0.005?

Cuantos dispositivos deberia haber en un grupo al que se ofrece un trafico de 48 erlangs, si la congestion
permitida es a lo sumo 0.0027?

A un grupo de 18 dispositivos se le ofrece un trafico con la tasa de llamadas de 480 llamadas/hora y el
tiempo de ocupacion de 105gs@dos.

Cudl es el trafico ofrecido, la congestion de tiempo, la congestiéon de llamada, el trafico manejado, la
media del trafico manejado por dispositivo y el nimero esperado de llamadas rechazadas por hora?

Qué tan grande es el trafico manejado por diferentes dispositivos en un grupo de 5 dispositivos bajo
condiciones de caceria secuencial y aleatoria, si al grupo se le ofrece el trafico de 2 erlangs?

Demuestre que la media del trafico manejado por dispositivo en un grupo con caceria secuencial, es igual
al trafico manejado por dispositivo en un grupo con caceria aleatoria, si los grupos son igualmente
grandes y se les ofrece el mismo tréafico.

Determine los traficos que pueden ser ofrecidos a grupos de 10 y 100 dispositivos, si el valor de
congestion es de 0.005.

Suponga que estos traficos aumentan en 10% y 20%, respectivamente. Calcule los valores de congestion
resultantes.

También, calcule el trafico manejado y la media del trafico manejado por dispositivo para todos los casos.

Considere un sistema de pérdida Erlang con n troncales, intensidad de llamaddiempos de
conversacion distribuidos exponencialmente, con una media de

Seaj un nimero enteroHj < n.

a) Derive la funcion de distribucion del intervalo de tiempo desde la época en que el estado (j) empieza
hasta que el estado termina.

b) Cual es la media de este intervalo de tiempo
c¢) Calcule la probabilidad de que el estado termine por una transiciéh) g ((+/) respectivamente.

Un medidor de llamadas de abonado da un impulso al principio de la llamada y después un impulso cada
tres minutos, durante el tiempo que dura la conversacion. Asuma que el tiempo de conversacion es una
variable exponencialmente distribuida, con media de 3 minutos. Calcule la proporciéon de todas las
llamadas que obtendran:

a) exactamente 2 impulsos
b) menos de 2 impulsos
¢) mas de 2 impulsos

d) por lo menos 2 impulsos
e) alomas 2 impulsos

Con el mismo principio de facturacion que en el ejercicio TXA 14, asuma un intervalo de impulso igual a
m y un tiempo medio de conversacion igual.aPruebe que el nimero medio de impulsos por llamada
es:
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En una ruta troncal entre las centrales A B, el tiempo medio de conversacién para las llamada8de A

es de 4 minutos y para las llamadas de B\ es de 3 minutos. Asuma, para ambos casos, distribucion
exponencial. Las llamadas de-A B constituyen el 55 % del total de llamadas. Calcule la probabilidad
de que una llamada arbitraria tenga un tiempo de conversa6iémnutos.

Al tiempo 0 hay 5 conversaciones en progreso en un grupo troncal. Asuma que los tiempos de
conversacion estan exponencialmente distribuidos, con una media de 3 minutos. Calcule la probabilidad
de que después de 1 minuto, exactamente 2 de esas conversaciones sigan en progreso.

Considere un sistema de pérdida Erlang con 10 troncales y trafico ofrecido A. Las troncales son cazadas
en orden. Durante cuanto tiempo:

a) esta la troncal no. 9 ocupada?

b) hay exactamente 9 troncales ocupadas simultdneamente?

c) estan las primeras 9 troncales ocupadas simultaneamente?

d) estan las primeras 9 troncales ocupadas simultdneamente y la troncal no. 10 libre?

Un grupo de disponibilidad total consiste de 6 dispositivos y se le ofrece trafico desde 6 fuentes. Se asume
que el trafico ofrecido por cada fuente es de 0.5 erlangs.

Cudl es el trafico ofrecido, la congestion de llamada y la congestidn de tiempo?
Un grupo de disponibilidad total consiste en 6 dispositivos y se le ofrece trafico desde un gran nimero de
fuentes. Se asume que el trafico total ofrecido es de 3 erlangs. Cual es la congestion de llamada y la

congestion de tiempo?

Haga una comparacién entre los ejercicios TXA 19 y TXA 20.

Dispositivo 1 O ° @) ° O
Dispositivo 2 O O O O O
Dispositivo 3 O @) ] o )
Dispositivo 4 O O O @) )
{ 123 123
0 disposi- 1 disposi- 2 disposi-
tivos ocu- tivos ocu- tivos ocu-
pados pado pados

En la figura precedente se muestran diferentes estados de ocupacién para un grupo que consiste de 4
dispositivos.

Dibuje, sistematicamente, todos los diferentes estados de ocupacion para este grupo de dispositivos.
Cuantos diferentes estados de ocupacién, con exactamente 0, 1, 2, 3, 4 dispositivos se obtienen?
Cual es el niumero total de diferentes estados de ocupacion?

En cuantos de estos casos estan ocupados los dispositivos no. 1 y no. 3?

Suponga que uno tiene un grupo consistente de n dispositivos y que éstos son numerados 1,2,3.....,n.
a) Cuantos diferentes estados hay, si uno solo se interesa en el nimero de dispositivos ocupados?

b) Cuantos diferentes estados hay, si a uno le interesa saber cual dispositivo esta ocupado?
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¢) Cuantos diferentes estados del tipo considerado en b) hay con exactamente 0, 1, 2, ..., n dispositivos
ocupados?

d) Cuantos diferentes estados del tipo considerado en b) hay con x dispositivos especificos ocupados y
simultdneamente, exactamente p dispositivos ocupados?

e) Sefiale con [p] la probabilidad de exactamente cualquier p dispositivo de estar ocupado. Use los
resultados de c) y d) para demostrar cémo se calculara H(x) cuando

H(x) = P {x dispositivos especificos ocupados}
Los mismos supuestos del ejercicio TXA 19. Calcule H(3), la probabilidad de 3 dispositivos especificos
de estar ocupados (por ej. los dispositivos Nos.1, 2, 3 o los dispositivos Nos. 2, 4, 6).

Los mismos supuestos del ejercicio TXA 20. Calcule H(3), la probabilidad de 3 dispositivos especificos
de estar ocupados.



