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RECOMENDACION UIT-R TF.2018

Transferencia detiempo relativistaen la proximidad dela Tierra
y en el sistema solar

(2012)

Cometido

El objetivo de esta Recomendacion es establecer algoritmos y procedimientos convencionales comunes que
se habrén de utilizar al comparar relojes en la superficie de la Tierray en plataformas a €jadas de ésta, pero
dentro del sistema solar. Las formulas se determinan explicitamente en la teoria de la relatividad general
actualmente aceptada para crear sistemas de referencia espacio-tiempo. Cabe esperar que estos algoritmos y
procedimientos se utilicen a comparar relojes situados en satélites terrestres, vehiculos espaciaes
interplanetarios y sobre la superficie de cuerpos del sistema solar.

La Asamblea de Radiocomunicaciones de laUIT,

considerando

a) gue resulta conveniente mantener la coordinacion de tiempo y frecuencia en las plataformas
gue funcionan en las proximidades de la Tierray en €l sistema solar;

b) gue se requieren mecanismos precisos para la transferencia de tiempo y frecuencia con €
fin de satisfacer las necesidades futuras de comunicacion, navegacion y cientificas en las
proximidades de laTierray en el sistemasolar;

C) gue los relojes varian con € tiempo y la frecuencia en funcion del trayecto debido a su
movimiento y alaintensidad del campo gravitatorio en la que funcionan;

d) gue es preciso definir claramente los fundamentos conceptuales de la transferencia de
tiempo y frecuencia;

€) gue en los procedimientos para la transferencia de tiempo y frecuencia en las proximidades
de la Tierra y a través de cuerpos celestes y aeronaves en el sistema solar es preciso recurrir a
algoritmos matemati cos que tengan en cuenta los efectos relativistas,

recomienda

gue se utilicen los algoritmos mateméticos que figuran en el Anexo 1 para tener en cuenta, si
procede, 10s efectos relativistas en la transferencia de tiempo y frecuencia.
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Anexo 1

Objetivo

El objetivo de la presente Recomendacion es sensibilizar acerca de la necesidad de tener en cuenta
los efectos de la relatividad en los sistemas de sefiales horarias, navegacion, cientificos y de
comunicacion. En esta Recomendacion se recuerdan los conceptos y procedi mientos basicos para el
andlisis de estos sistemas. No se pretende describir en detalle ningun sistema en concreto, sino
presentar informacion de tal modo que sirva de referencia Util y de punto de partida para
aplicaciones especificas.

Una aplicacién importante de esta Recomendacion es la comparacién de | os tiempos registrados por
relojes en vehiculos espaciales en orbita alrededor de la Tierra, en el espacio interplanetario y en
superficies planetarias, con los tiempos registrados por los relojes en la Tierra. Una escala de
tiempos adecuada para las mediciones terrestres es el tiempo universal coordinado (UTC). Por
consiguiente, el objetivo seria poder relacionar los tiempos registrados por los relojes situados en
cualquier lugar de las proximidades de la Tierray del sistema solar, con los tiempos registrados por
losrelojesen laTierraque miden el UTC.

El andlisis que figura a continuacion se basa en IERS Conventions (2010), el Manual del UIT-R
sobre Transferencia y difusion por satélite de sefiales horarias y frecuencias (2010), Nelson,
Metrologia (2011), y Petit y Wolf, Metrologia (2005). Para méas informacion, e lector puede
consultar estas publicacionesy referencias citadas.

Marco relativista

El marco relativista para sistemas de referencia espacio-tiempo se ha definido en Resoluciones de
organizaciones cientificas internacional es. Las més importantes son:

1) Resolucion A4 de la UAI (1991), que define el sistema de referencia celeste geocéntrico
(GCRS) y € sistema de referencia celeste baricéntrico (BCRS) y sus coordenadas
temporales. En la Resolucion B1 de la UAI (2000) se perfeccionala definicién del BCRS.

2) Resolucion 2 de UGGI (2007), que define el sistema de referencia terrestre geocéntrico
(GTRS), junto con €l sistemade referenciaterrestre internacional (ITRS).

La nomenclatura utilizada en este documento se corresponde con la utilizada en anteriores
Recomendaciones del UIT-R y esta relacionada con € marco UAI/UGGI del modo siguiente: en la
presente Recomendacion e GCRS se denomina sistema de coordenadas inercial geocéntrico (ECI),
e GTRS (en la préctica, ITRS) se denomina sistema de coordenadas fijo con origen en la Tierra, y
el BCRS se denomina sistema de coordenadas baricéntrico.

Definiciones
Tiempo propio

El tiempo propio t es el tiempo real que mide un reloj o e tiempo local en el sistema de referencia
propio del relgj.

Coordenada temporal

La coordenada tempora t es una variable independiente en las ecuaciones del movimiento de
cuerpos fisicos y en las ecuaciones de propagacion de ondas el ectromagneéticas. Es una coordenada
matemética en € sistema de coordenadas cuadrimensional de espacio-tiempo. Para un evento dado,
la coordenada temporal tiene el mismo valor en todas partes. Este tiempo no se mide, sino que se
calculaapartir de los tiempos propios de los rel ojes.
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Interval o espacio-tiempo

Larelacion entre la coordenada temporal y e tiempo propio dependen de la posicién del reloj y del
estado de movimiento en su contexto gravitatorio y se calcula integrando e intervalo
espacio-tiempo. Al comparar |os tiempos propios de dos relojes, la coordenada temporal desaparece
en ultima instancia. Por consiguiente, la transferencia de tiempo relativista es independiente del
sistema de coordenadas. El sistema de coordenada se puede elegir arbitrariamente segin convenga.

En general, € interval o espacio-tiempo se expresa mediante la siguiente ecuacion:

ds® = g, dx* dx’ = ggy €2 dt® +2gg; cdtdx! + gy dx' dx! (1)

siendo:
Ouw: componentes de la métrica

El indice griego toma los valores 0,1, 2, 3 y el indice latino los valores 1, 2, 3. Los indices
repetidos indican el sumatorio en ese indice. La métrica depende del potencial gravitatorio, la
velocidad angular y la aceleracion lineal del sistema de referencia. El intervalo espacio-tiempo
permanece invariante ante las transformaciones de coordenadas. Asi, la métrica g,, se transforma
como un tensor covariante de segundo orden.

La relacion entre el tiempo propio Ty las coordenadas del sistema de coordenadas seleccionado,
que comprende la coordenada temporal x° = ct y las coordenadas espaciales X, se expresa en general
mediante la siguiente ecuacion:

ds® = goy € dt? +2g; c dt dx! +g; dx' dx! =—c®dr? )

siendo:
1. tiempo propio.

Por consiguiente, dt = dt para un reloj en reposo en un sistema de referencia inicial, donde dx = 0
Y —0oo =1, 00j =0, y gij = &j. El incremento de la coordenada temporal respecto del tiempo propio
registrado por un reloj alo largo del trayecto entre los puntos Ay B es:

O iy : ]
J“iz(gu -2 gOJJdX N N ©
(o —goo dr dr C A—goo de

B 1
A= iIA —Joo

En el caso de una sefial electromagnética, el interval o espacio-tiempo es:

ds® = gy, C* dt? +2g,, ¢ dtdx’ + g dx dx’ =0 @)

Lavelocidad de laluz ¢ es idéntica en todos los sistemas de referenciainerciales. El incremento de
la coordenada temporal durante la propagacion alo largo del trayecto entre los puntos Ay B es:

B B
At=iE 1 \/Egij + % o, j dx dx' + }J idxj
c A \/_goo —Owo c A —Ooo

()
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La ecuacion vij=0ij+ Joi Joj/(—Joo) representa la métrica del espacio tridimensional y
dpzwlyij dx dx! representad diferencial deladistanciatridimensional.

Escalasdetiempo

Escalas de tiempo atémico

La escala fundamental de tiempo basada en relojes atdmicos es e Tiempo Atémico Internacional
(TAI), que se calcula en € BIPM a partir de un promedio ponderado de lecturas de tiempos
atomicos en laboratorios distribuidos por todo € mundo. Se trata de una escala de tiempo de
referencia continua, sin pasos.

La escala de tiempo atémico para sefiales horarias civiles es €l tiempo universal coordinado (UTC),
gue difiere del TAI en un nimero entero de segundos. En 2011, UTC=TAI -34s. UTC se
distribuye cada mes en la Circular T de la BIPM en laforma de diferencias respecto de |os tiempos
de cada laboratorio UTC(K).

Escalas de la coordenada temporal

La coordenada temporal geocéntrica (TCG) es la coordenada tempora en un sistema de
coordenadas con origen en el centro de la Tierra (ECI o ECEF).

El tiempo terrestre (TT) es otra coordenada temporal que se obtiene con un cambio de escala del
TCG de modo que tenga aproximadamente la misma velocidad que el tiempo propio del reloj en
reposo en la geoide. La geoide es la superficie de potencial gravitatorio constante; se puede hacer
una buena aproximacion mediante e nivel medio del mar. La relacion entre el TCGy & TT se
define de manera que dTT/dTCG = 1 — L, siendo Lg = 6,969 290 134 x 10 ° ~ 60,2 us/d como se
expone a continuacion en la ecuacion (18). El valor de Ls es una constante definida. Por
consiguiente,

TCG-TT = LgTCG = Le (TT-TT,)
1-Lg
(6)
TCG-TT = Lg(TCG-TCGy) = LCE (TT=TTy)
—Lc
donde:
TCGoy TTo:  corresponden a JD 2443144,5 TAI (1 de enero de 1977, Oh). En la préctica se
puede tomar TT:
TT=TAl +32,184 s @)

La coordenada temporal baricéntrica (TCB) es la coordenada temporal en un sistema de
coordenadas con origen en el baricentro del sistema solar. La diferencia de la coordenada temporal
entre TCB y TCG es una transformacion que dependen del tiempo y de la posicién. Hasta el
orden 1/c? se expresa mediante la siguiente ecuacion:

TCB-TCG :C—lzj;(um(rE)%VE]dt+C—1ZVE(t)' R(t) )
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donde:
R(t) = x—xg: Vvector de posicion dependiente del tiempo respecto del geocentro
X: posicion baricéntrica del observador, donde X Y Ve indican la posicion
baricéntricay lavelocidad del centro de masasdelaTierra.

Esta ecuacion puede expresarse en laforma:

TCB-TCG = L X(TCB—TCB,) + P(TCB) — P(TCB,) + izv E(X—Xg) (9)
C

donde:
Lc= 1,480 826 867 41 x 10 %~ 1,28 mg/d.

En esta ecuacion, P representa una serie de términos periddicos. El Ultimo término es diurno en la
superficie de laTierra, con unaamplitud inferior a2,1 ps.

Otraforma de expresar la ecuacion (9) es (IERS Conventions (2010), Capitulo 10).

Le X (TT —TTp) + P(TT) — P(TTy) N
1-Lg

TCB-TCG =

C%VE(x—xE) (10)

siendo:
TTylg= 1,550519 768 x 108~ 1,34 ms/d es e argumento tiempo.

El valor de Lg es una constante definida.

El término periddico indicado mediante P(TT) tiene una amplitud maxima de unos 1,6 ms'y puede
calcularse mediante el modelo analitico «FB» (Fairhead y Bretagnon, 1990). Otra posibilidad es
suministrar P(TT) — P(TTp) mediante efemérides numéricas de tiempo, tales como TE405 (Irwin y
Fukushima, 1999), cuyos valores tiene una precision de + 0,1 ns de 1600 a 2200. La serie HF2002,
gueindicael vaor deLc (TT—TTp) + P(TT) — P(TTo) en funcion de TT alo largo de los afios 1600-
2200, se ha gjustado a TE405 (Harada y Fukushima, 2003). Este gjuste difiere de TE405 en menos
de 3 nsaloslargo de los afios 1600-2200 con un error rmsde = 0,5 ns.

Ladiferenciaentre TCBy TT es:
TCB-TT =(TCB-TCG)+TCG—-TT) =Lg TCB+ (1- LG)(P-F%VE -Rj (1)
c

La transformacion de TCB a TCG consta del desplazamiento medio en la relacion (dTCG/dTCB) =
1-Lc y términos periédicos. La transformacion de TCG a TT es un desplazamiento exacto en la
relacion dTT/dTCG=1-Ls. Por consiguiente, la transformacion de TCB a TT tiene un
desplazamiento medio en larelacion.

(dTT/dTCB) = (dTT/dTCG)(dTCG/ITCB) = (1 — La)(1 - Lo) (12)

Teniendo en cuenta la definicién de Lg, (1-Lg)(1-Lc)=(1—Lg), la ecuacion (12) puede
expresarse como (dTT/dTCB) = (1 — Lg) hasta agunas partes en 10™.
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Al igual que TT, €l tiempo dinamico baricéntrico (TDB) es otra coordenada temporal del sistema
baricéntrico obtenido mediante un cambio de escala para que tenga aproximadamente la misma
relacion que TT. Larelacion entre TCB y TDB se define de modo tal que dTDB/dTCB =1 —Lg.

Efectosrelativistasen losrelojes

A continuacion se examina la transformacion entre el tiempo propio de un reloj ideal (uno que
genera exactamente & segundo Sl) y la coordenada temporal en los sistemas de coordenadas
geocéntrico y baricéntrico.

Sstema de coordenadasinercial geocéntrico

La coordenada temporal relacionada con un sistema de coordenadas inercial con origen en la Tierra
(ECI) es una coordenada temporal geocéntrica (TCG). Hasta términos de orden 1/c? los
componentes tensoriales de la métrica en este sistema de coordenadas son —ggo = 1 — 2 U/c?, Joj =0,
yogii=(1+2 u/c®) & i, siendo U el potencial gravitatorio. El incremento de TCG en e sistema de
coordenadas ECI correspondiente a un incremento del tiempo propio registrado por e reloj en
movimiento sobre e trayecto entre los puntos Ay B a una velocidad v viene dado por |a expresion:

At:IB 141U+t i) g (13)
A C2 2 C2

El potencia de la Tierra a una distancia radial r, latitud geocéntrica ¢ y longitud A se puede
expresar en armonicos esféricos del modo siguiente:

u(r,o,A) = GTM{H i i(%} P.m(8en0)(Cpyyy COSMA + S, psen mx)}
n=2 m=0

(14)

= ﬂ{l— iJn[ Re j” P, (send) — i Zn:[&)” P.m(sen ¢)(J py, COSMA + K ,sen m}

n=2 r n=2 m=1 r

GM: constante gravitatoriade la Tierra
Re: radio ecuatorial delaTierra
factores Py(sen ¢):  polinomios de Legendre de grado n
factores Phm(sen ¢):  funciones de Legendre de grado n'y orden m.

La relacion entre la latitud geocéntrica ¢ y la latitud geogréfica ¢ viene dada por la expresion
tan ¢ = (1 —f %) tan ¢, donde f es el achatamiento.

En la préctica, basta con incluir la primera correccién de achatamiento y aproximar €l potencial
gravitatorio mediante

2 2
0 =g Be [ ) = M 3 B [ (- ammny (15)

r r



Rec. UIT-R TF.2018 7

1) Reloj en reposo sobre la geoide

En e caso de un reloj en reposo sobre la superficie de la Tierra en rotacidn, es necesario tener en
cuenta la velocidad del reloj v=w xr en e sistema de coordenadas ECI, donde o es la velocidad
angular delaTierray r laposicion del reloj. Asi, e incremento de TCG cuando € reloj registra un

Incremento de tiempo propio At es:

At=|

B(1+ iZU +1i2
A (o 2¢C

2 (5 1
(oxr) )dr_.[A(1+—CZ W) dt (16)
siendo:

W=U +%(co><r)2 =U +%m2r2cosz¢: el potencial gravitatorio.

Como €l potencial gravitatorio Wy en la superficie de la geoide es constante, se puede calcular en el
ecuador y su valor aproximado es:

_GM

1 1 5.2
Wo~¥(1+§\]2j+50) RE (17)

El calculo més exacto actualmente de Wy es 6,2636856 x 10’ m?/s>. Segin la ecuacion (16),
incremento de TCG en el sistema de coordenadas ECI que corresponde a un incremento de tiempo
propio Atg medido con un reloj en reposo sobre la geoide viene dado por:

At=TCG = (1+Wy/c?) At o= (1 + Lg) Ao (18)
siendo:
Lg= 6,969 290 134 x 10°%°.

Por convenio, € valor de Lg es una constante definida, que representa el valor mas exacto
disponible de Wy/c? cuando se definié en 2000. TT se obtiene mediante un cambio de escala de
TCG por € factor 1 — Lg. Asi:

AV =TT =(1-Lg) TCG (19)

Lo quedapor resultado TT = (1 —Lg)(1 + Lg) AT o = At hasta algunas partes en 10%,

2) Reloj en un satélite

En e caso de un reloj situado en un satélite en Orbita arededor de la Tierra, como primera
aproximacion puede considerarse que la érbita es kepleriana (sin perturbaciones). El potencial a una

distancia r desde € centro de la Tierra es de aproximadamente U = GM/r. Asi, € incremento de
TCG es:

B 1GM 11 ,
At_.[z(1+c—27+§c—2v jdr (20)
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La velocidad del satélite v se determina aplicando la conservacion de la energia por unidad de
masa & :

e:%vz—u -2 2T 20 (21)

donde:
a. gesemimayor delaorbita

Asi, hasta este orden, la coordenada temporal transcurrido es:

at=(; (1—iGM +iZGM)d _(1—iGMjAr+ 2CM 1t L o (22)

A 222 2 r c? 2a 2 Mor

La segunda integral dt se sustituye por dt dado que este término es una correccion relativista de
orden 1/c%. En € caso de una 6rhita kepleriana, la distancia radial r =a (1 —e cos E), siendo e la
excentricidad de la drbita y E la anomalia excéntrica. Esta Ultima se determina a partir de la
anomalia media de la ecuacion de Kepler, M =n At = E—e sen E, donde e movimiento medio es

n=2n/T=YGM/a® y T es el periodo orbital. Por consiguiente, el TCG transcurrido a medida que
el reloj registra el tiempo propio At es aproximadamente:

At = ﬁl—iGM 1 ZGde (1 EiG—Mj Ar+£24/GM aesenE (23)

22 2 r 2¢? a c

El segundo término es un factor de correccién periddico debido a que la excentricidad de la érbita
causa unavariacion residua en ladistanciay lavelocidad que viene dada por:

2 2
Ateccmtr,c,ty 2 JGM aesenk = c_ or (24)

En esta expresion se supone que se utilizan elementos keplerianos (sin perturbaciones).

Para comparar el tiempo propio de un reloj situado en un satélite con €l tiempo propio de unareloj
en reposo sobre la geoide, es necesario convertir TCG a TT. De las ecuaciones (19) y (20), se
obtiene (TT):

At =(1- LG)At:j {1+—(U W0)+1iv }dr (25)
C

Por consiguiente, como At’= A1, larelacion entre el intervalo de tiempo propio registrado por un

reloj en reposo sobre la geoide y €l intervalo del tiempo propio registrado por un reloj en € satélite
viene dado por:

Aty = [1+—————2W } At +£JGM aesenkE (26)
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siendo:
GM: constante gravitatoriade la Tierra
Re:  radio ecuatoria delaTierra
Para obtener una precision inferior a un nanosegundo, es necesario tener en cuenta las
perturbaciones orbitales debidas a los armoénicos del potencial gravitatorio de la Tierra, los efectos
de las mareas causadas por la Lunay el Sol, y la presién de radiacion solar. A este nivel de

precision, la perturbacion J, produce variaciones en r y v que dan lugar a efectos periédicos
adicionales del orden de 0,1 ns.

Para tener plenamente en cuenta la perturbacion J, en el potencial de la ecuacion (15), es necesario
realizar una integracion numérica de la érbita y una integracion numeérica de la ecuacion (20).
También se deberia tomar en consideracion los efectos de las mareas debidas alalunay € sol, asi
como laradiacion solar.

En caso de orbitas terrestres bajas, son importantes tanto los armoénicos gravitatorios zonales como
los esféricos teserales. La correccidn convenciona de la excentricidad de la ecuacion (24) ya no es
exacta. En este caso, es preferible integrar numéricamente la érbitay la ecuacion (20), en particular
los armonicos de mayor orden del potencia gravitatorio dela Tierra.

Sstema de coordenadas fijo con origen en la Tierra

Hasta términos de orden 1/c? las componentes métricas son —goo = 1 —2 U/c? — (o x r)?/c? =
1-2Wic?, Qoj = (@xr)jlc, y gij = &;. En e sistema de coordenadas fijo con origen en la Tierra
(ECEF) en rotacion que utilizala coordenada temporal TT, la coordenada temporal transcurrido es:

At’:ji(l—igh+%civ jdt+—'|‘ (oxr)-v'dt (27)

siendo:
h:  altitud respecto de la geoide
g: aceleracion local delagravedad
V. velocidad del reloj respecto de la geoide.

Se supone que h es pequefia. Para obtener mas precision, se deberia tener en cuenta la variacion
de g conlalatitud y laelevacion.

La segundaintegral es el efecto Sagnac para un reloj transportado, que se puede expresar del modo
siguiente:

17 17 R’
Mogee = [(@xr)-v’ du= ~ [ (@R coso)(v' cos6) dr= = (28)
A A
o bien:
Al = j cos d\ = ZE)A (29)
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siendo:
R radiodelaTiera
¢: latitud
A:  longitud

v/ cosO: componente Este de la velocidad

A: la proyecto sobre e plano ecuatorial de la zona barrida por € vector de
posicion respecto del centro de la Tierra (positivo para la direccion Este y
negativo paraladireccion Oeste).

La correcciodn es positiva para los relojes que se desplazan hacia € Este y negativa para los que se
desplazan hacia el Oeste.

Sstema de coordenadas baricéntrico

El intervalo de la coordenada temporal baricéntrica (TCB) correspondiente al intervalo del tiempo
propio At =1 — To Viene dado por:

1
2

11, 1 1 1, 1 .
UE(R)+§C_2|R| )d1:+c—2‘|' (Uext(rE)+EvE)dr+C—2vE'R‘w (30)

TCB=" (1+
To To
siendo:
Ug(r): € potencia newtoniano delaTierra
Uex(r): € potencial newtoniano externo de todos |os cuerpos celestes del sistema solar
savolaTierra

Sstema de coordenadas de cuerpos del sistema solar

Para comparar los relojes entre un cuerpo M del sistema solar y la Tierra, es preciso efectuar varias
transformaciones. Los tiempos propios de los relojes se han de transformar a TT para €l reloj en la
Tierray a TM para € reloj en M. Asi, la primera transformaciéon es de TT a TCB y la segunda es
de TCB a TM. Las transformaciones de coordenadas son:

TCB—TT=(Lc+Lg) TCB+P+veg- R/ (31)

TCB—TM = (Lcy + L) TCB+ P + vy - R/ 2 (32)

En estas ecuaciones los términos periddicos P y € vector de posicion R se aplican ala Tierray d
cuerpo celeste M, respectivamente. Ladiferenciaentre TMy TT es:

TM =TT = (TCB—TT) — (TCB - TM) (33)

A titulo de ejemplo, en € caso de Marte, Loy =0,972x 10 %~ 0,84 ms/d, Ly = 1,403x 10° =
12,1 us/d. La velocidad de deriva es de 0,49 ms/d. Las amplitudes de los términos periddicos son
1,7 ms en €l periodo orbital de la Tierra (365,2422 d) y 11,4 ms en el periodo orbital de Marte
(687 d).
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Propagacion de una sefial electromagnética

Esta seccion trata del calculo del tiempo de propagacion de una sefial el ectromagnética cuando se
conocen las posiciones del transmisor y del receptor, expresadas en los sistemas de coordenadas
ECI, ECEF y baricéntrico.

Estas ecuaciones se aplican a todos los casos. En particular, debe utilizarse a establecer los
pardmetros de | os rel ojes situados en satélites que giran alrededor de relojes situados en la Tierra,

Sstema de coordenadasinercial geocéntrico

Al considerar e célculo en un sistema de coordenadas inercial geocéntrico (ECI), el tiempo de
propagacion (TCG) puede considerarse como la suma de una parte geométrica y una parte
gravitatoria. La parte geométricaes:

1 ; PP
At == codx dx! =& 34
SRL ; (34)

path

siendo:
G~ 9
p: lalongitud del trayecto geométrico.

Si la sefial se transmite en la coordenada temporal tr y se recibe en la coordenada tempora tg, €l
TCG de propagacion alo largo del trayecto es:

At =

oo

1 1 1 1
= E|rR(tR) —rr(ty) = E|Ar +VR(tr—t7) = E|Ar|+c—2Ar VR (35)

Donde rt es € vector de posicion del transmisor y ry €l del receptor, v la velocidad del receptor y
Ar =rg(ty) —r1(ty) la diferencia entre la posicion del receptor y del transmisor en la coordenada
temporal de transmision tr. La correccion de la coordenada temporal debida a la velocidad del
receptor es:

Aty =Ar-v./c? (36)

Obsérvese, que dependiendo de la configuracion, el término adicional de orden 1/c® puede elevarse
a varios picosegundos.

Para tener en cuenta el efecto del potencial gravitatorio sobre la sefial electromagnética es necesario
incluir el potencial de la parte espacial y la temporal de la métrica. Los componentes de la métrica
son —goo = 1 — 2 U/c?, %;=0,ygj=(1+2 u/c® §; j- Por consiguiente, el incremento de TCG es:

1 9i i1 2 ol =Py 1
Mtmc |y~ (1+_2Uj\'6ij dx' d! = -+ [2Udp S
C path | ~ Yoo c path C C c path

El retardo de tiempo gravitatorio es:

Matay = 2GM In(RJr r +pJ (38)

c3 R+r—p
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siendo:
Ryr: las distancias desde € geocentro hasta el transmisor y €l receptor,
respectivamente

Por lo general, para un trayecto entre un satélite y la Tierra el retardo gravitatorio es del orden de
unas cuantas decenas de picosegundos. EI TCG total es la suma de los términos de las
ecuaciones (35) y (38).

El tiempo de propagacion (TT) es:

, p p 2GM R+r+p
AU=(I-Lg)At="——-Lg—+ In 39
(I-Le)at="r~Lo +=5 [RH_p (39)

Este es el intervalo de tiempo que mediria un reloj situado en la geoide.

Por gemplo, s se envia un sefia desde un satélite geoestacionario cuyo radio orbital es de
42 164 km hacia un reloj situado en el ecuador a la misma longitud, el retardo en € trayecto es
de—27 ps. En € caso de un satélite GPS con un angulo de elevacion de 40°, € segundo y €
tercer términos practicamente se cancelan y € retardo en €l trayecto es—3 ps.

Sstema de coordenadas fijo con origenen la Tierra
Al considerar € célculo en un sistema de coordenadas ECEF, la parte geométrica de TCG es:

At =1 [ g ddax + 1 [ o X (40)
Cpath Cpath

Las componentes de la métrica son —goo = 1, goj = (@ xr);/C, y gij = 6ij, donde r es el vector de
posicion de un punto sobre el trayecto de la sefial. La coordenada temporal (TT) es At" = (1—Lg)
At.

El primer término de la ecuacion (40) es p'/c, siendo p' la longitud del trayecto euclideo en el
sistema de coordenadas ECEF. Si la posicion del transmisor es rty €l receptor se encuentra en la
posicion rg con unavelocidad Vg,

’

1 1 , 1 1 ,
%:E|rR(tR)_rT (tr)] zE|Ar +VR(tg —tr)| zE|Ar|+C—2Ar VR (41)

siendo:
Ar= r R(tT) - rT(tT)
El segundo término de la ecuacion (40) es el efecto Sagnac. Por consiguiente,

_20A

C2

1B 1B 1B
Alggnac = C_ZIA(mxr) -dr = C—2J.A0)' (rxdr)= 2C—2J.A0)- dA (42)
donde:

A: proyecto sobre € plano ecuatorial del &rea formada por el centro de rotacion y
los extremos del trayecto de la sefial .

El retardo gravitatorio también debe tomarse en consideracion a calcular € tiempo total de
propagacion.
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Sstema de coordenadas baricéntrico

Para describir la propagacion de una sefial electromagnética puede utilizarse un sistema de
coordenadas baricéntrico con coordenadas cartesianas (X, Y, 2).

Dado que sblo estamos teniendo en cuenta €l efecto gravitatorio del Sol, para facilitar los calculos
del retardo gravitatorio podemos recurrir a una configuracion espacial en la que la posicion del
transmisor es (—ar, b, 0) y la del receptor (ar, b, 0), de modo que la propagacién se produce
aproximadamente a lo largo de una linea recta y=b (desdefiando la desviacién gravitatoria),
siendo b la distancia menor respecto del Sol. El tiempo de propagacion (TCB) es.

ag ar
AtzlJ /idxidxizlj (1+32u5) dx:EJ [1+i2 ZlifMSZ]dx
C - C C C C
e Yoo —ar o X“+b

donde Us es el potencial gravitatorio del Sol. Por consiguiente,

aRJm/aR +b° (a4

—aT+JaT +b?

(43)

:—(aT+aR)+2

Hasta cierto nivel de aproximacién dependiente del tiempo de propagacion, la coordenada temporal
TT de propagacion puede cambiarse de escala a partir del tiempo TCB mediante la siguiente
expresion:

aR+‘/aR +b° (45)

AU =(1-L;)At== (1 L)(ar+aR)+2
—aT+JaT +b’
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