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RECOMENDACION UIT-R P.1057-3

Distribuciones de probabilidad para establecer modelos
de propagacion de las ondas radioeléctricas

(1994-2001-2007-2013)

Cometido

Esta Recomendacion describe las diversas distribuciones de probabilidad para establecer modelos y realizar
predicciones de la propagacion de las ondas radioeléctricas.

La Asamblea de Radiocomunicaciones de la UIT,

considerando

a) que la propagacién de las ondas radioeléctricas esta asociada principalmente con un medio
aleatorio, lo que hace necesario analizar los fendmenos de propagacion con métodos estadisticos;

b) que, en la mayoria de los casos, es posible describir satisfactoriamente las variaciones de los
parametros de propagacion en el tiempo y en el espacio sobre la base de distribuciones estadisticas
conocidas;

c) que, por consiguiente, es importante conocer las propiedades fundamentales de las
distribuciones de probabilidad mas comdnmente utilizadas en las estadisticas de los estudios de
propagacion,

recomienda

1 que para la planificacion de los servicios de radiocomunicaciones y para la prediccion de los
parametros de calidad de funcionamiento de los sistemas se utilice la informacion estadistica
pertinente al modelo de propagacion proporcionado en el Anexo 1;

2 que el procedimiento paso a paso suministrado en el Anexo 2 se utilice para aproximar una
distribucion acumulativa complementaria mediante una distribucién acumulativa complementaria
log-normal.

Anexo 1

Distribuciones de probabilidad para establecer modelos
de la propagacion de las ondas radioeléctricas

1 Introduccion

La experiencia ha mostrado que la informacidn sobre los valores medios de las sefiales recibidas no
es suficiente para caracterizar la calidad de funcionamiento de los sistemas de radiocomunicaciones,
por lo que se han de tener también en cuenta las variaciones en funcion del tiempo, del espacio y de
la frecuencia.

El comportamiento dinamico de las sefiales deseadas e interferentes desempefia un papel decisivo en
el analisis de la fiabilidad del sistema y en la eleccion de los parametros del sistema, tal como el tipo
de modulacion. Es esencial conocer el alcance y la rapidez de las fluctuaciones de la sefial para poder
especificar parametros como, el tipo de modulacién, la potencia de transmision, la relacion de
proteccién contra la interferencia, las medidas de diversidad, el método de codificacion, etc.
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Para la descripcion de la calidad de funcionamiento de un sistema de comunicaciones a menudo es
suficiente observar la serie temporal de la fluctuacion de las sefiales y caracterizar estas fluctuaciones
COmo un proceso estocastico. Sin embargo, para establecer modelos de las fluctuaciones de las sefiales
con el proposito de predecir el funcionamiento del sistema radioeléctrico, se requiere ademas el
conocimiento de los mecanismos de interaccion de las ondas radioeléctricas con la atmosfera
(atmosfera neutra e ionosfera).

La composicién y el estado fisico de la atmdsfera es muy variable en el espacio y en el tiempo. Por
tanto, el establecimiento de modelos de interaccion de la onda, exige el uso extensivo de métodos
estadisticos para caracterizar diversos parametros fisicos que describan la atmosfera, asi como los
pardmetros eléctricos que definen el comportamiento de la sefial y los procesos de interaccion que
relacionan estos parametros.

A continuacion, se proporciona informacion general sobre las distribuciones de probabilidad méas
importantes. Esto puede suministrar un antecedente comun a los métodos estadisticos para la
prediccion de la propagacion utilizados en las Recomendaciones de la Comisiones de Estudio de
Radiocomunicaciones.

2 Distribuciones de probabilidad

Los procesos estocasticos se describen generalmente mediante una funcién de densidad de
probabilidad o mediante una funcién de distribucion acumulativa. La funciéon de densidad de
probabilidad, designada aqui por p(x) para la variable X, es de naturaleza tal que existe una
probabilidad p(x) dx de que x tome un valor comprendido en el intervalo infinitesimal de x a x + dx.
La funcidn de distribucion acumulativa, designada F(x), determina la probabilidad de que la variable
tome un valor inferior a x, es decir, que estas funciones estan relacionadas como sigue:

d
p(x) :&[F(x)]

FO) = p() dt

donde:
c es el limite inferior de los valores que puede tomar t.

Las siguientes distribuciones son las mas importantes y las utilizadas corrientemente en la
propagacion de las ondas radioeléctricas:

— distribucion normal o gaussiana,

- distribucion log-normal,

- distribucion de Rayleigh,

— distribucion combinada log-normal y de Rayleigh,

- distribucion de Nakagami-Rice (distribucidon n de Nakagami),
— distribucion gamma y distribucion exponencial,

- distribucion m de Nakagami,

- distribucion 2 de Pearson.
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3 Distribucion normal

Esta distribucion se aplica a una variable continua de cualquier signo. La densidad de probabilidad
tiene la forma:

p(x) = &7 (1)

donde T(x) es un polinomio de segundo grado no negativo. Si se utilizan como pardmetros el valor
medio, m, y la desviacion tipica, o, p(x) se escribe en la forma usual:

2
S
de donde:
e R T
oV AN 2 ov2
con:
erf (2) :%i et dt @)

Las lineas continuas de la Fig. 1 representan las funciones p(x) y F(x) siendo m igual a cero y o igual
a la unidad. La distribucion normal acumulativa F(x) se tabula generalmente en forma reducida, para
las mismas condiciones. EI Cuadro 1 da la correspondencia entre x y F(x) para ciertos valores
redondeados sea de x sea de F(x).

CUADRO 1

X 1-F(x) X 1-F(X)
0 0,5 1,282 10-1
1 0,1587 2,326 102
2 0,02275 3,090 10-3
3 1,350 x 10-3 3,719 104
4 3,167 x 105 4,265 10-5
5 2,867 x 107 4,753 10-6
6 9,866 x 1010 5,199 107

5,612 10-8

En los célculos practicos se puede representar F(x) mediante funciones aproximadas como, por
ejemplo, la siguiente, que es valida para x positivo con un error relativo inferior a 2,8 x 1073:

exp (=x212)

Vor (0,661 X+ 0,339 /x2 + 5,51)

1-F(x) = ®)



4 Rec. UIT-R P.1057-3

La distribucion normal se da sobre todo cuando los valores de la magnitud considerada resultan del
efecto aditivo de varias causas aleatorias, cada una de las cuales tiene una importancia relativamente
pequena.

En la propagacion, la mayoria de las magnitudes fisicas que intervienen (potencia, tension, duracion
de un desvanecimiento, etc.) son magnitudes esencialmente positivas, y, por tanto, no pueden
representarse directamente mediante una distribucién normal. En cambio, esta distribucion interviene
en dos casos importantes:

- para representar las fluctuaciones de una magnitud alrededor de su valor medio (centelleo);

— para representar el logaritmo de una magnitud. Se obtiene entonces la distribucion log-normal
que se estudia méas adelante.

Existen en el comercio diagramas en los que una de las coordenadas tiene la forma denominada
normal, es decir que la graduacion es tal que una distribucion normal se representa mediante una
recta. Estos diagramas se utilizan mucho, incluso para representar distribuciones que no son normales.

4 Distribucion log-normal

Es la distribucion de una variable positiva cuyo logaritmo tiene una distribucion normal. Se pueden,
pues, escribir directamente la densidad de probabilidad y la distribucion acumulativa:

1 1 1(Inx—m 2
p(X):G'\/ZTC ;exp _E( c j ©)
1 %1 1(Int—m 2 1 Inx—m
F(X)_—c ZnE[ Eexp _E(—G } dt_§{1+erf (—c\/i ﬂ (7

Sin embargo, en estas relaciones, m y o son el valor medio y la desviacion tipica, no de la variable x
sino del logaritmo de esta variable.

La distribucion log-normal se aplica a menudo en propagacion, principalmente para magnitudes
relacionadas, bien con un nivel de potencia o de intensidad de campo, bien con una duracién. En el
caso de los niveles de potencia o de intensidad de campo como suelen estar expresados s6lo en
decibelios a veces se hace referencia a una distribucion log-normal simplemente como una
distribucion normal, lo cual no es recomendable. En el caso de duraciones (por ejemplo, las
duraciones de los desvanecimientos), la distribucion log-normal se utiliza siempre explicitamente,
pues la variable natural es el segundo o el minuto y no su logaritmo.

Como la inversa de una variable que tiene una distribucion log-normal tiene también la misma
distribucion, ésta se aplica en ciertos casos a intensidades (inversas de la duracién). Por ejemplo, se
utiliza para representar la distribucion de las intensidades de la lluvia.

Frente a la distribucién normal, se puede considerar que la intervencion de la distribucién log-normal
significa que los valores numéricos de la variable resultan de la accion de numerosas causas de poca
importancia individual, pero que acttan con efecto multiplicador.

Considerandolo en términos numéricos, una distribucion log-normal es extremadamente asimétrica,
a diferencia de la distribucion normal. En particular, el valor medio, el valor mediano y el valor mas
probable (a menudo denominado moda) no son idénticos (véanse las lineas de puntos de la Fig. 1).
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Las magnitudes caracteristicas de la variable numérica x son:

- valor mas probable: exp (m—c?)
— valor mediano: exp (m)
2
. (e}
- valor medio: exp (m + 7J
- valor cuadratico medio: exp (m + 62);

2
- desviacion tipica: exp [m +%}/exp (c?)-1.

FIGURA 1
Distribucion normal y log-normal
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5 Distribucion de Rayleigh

La distribucion de Rayleigh se aplica a una variable continua positiva no limitada. Esta ligada a la
distribucion normal del modo siguiente. Dada una distribucion normal bidimensional con dos
variables independientes y y z de media cero y con la misma desviacion tipica o, la variable aleatoria:

x:\/y2+z2 (8)

tiene una distribucion de Rayleigh. El valor més probable de x es igual a o. La distribucion de
Rayleigh representa la distribucion de la longitud de un vector que es la suma de un gran numero de
vectores de amplitudes similares y cuyas fases tienen una distribucion uniforme.
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La densidad de probabilidad y la distribucion acumulativa vienen dadas por:

000 = exp | - X
02 202
2
F(x) =1-exp -——%
20

La Fig. 2 da ejemplos de estas funciones p(x) y F(x) para tres valores distintos de b.

FIGURA 2
Distribucién de Rayleigh

p(x) se representa mediante lineas continuas y F(x) mediante lineas de puntos
para tres distintos valores de b: azul b = 1; rojo b =2; verde b = 4

12

———

Probabilidad

Los valores caracteristicos de la variable son los siguientes:

, . b

— valor mas probable: %

— valor mediano: g In2 = 0,833b
- valor medio: g VT =0,886b
- valor cuadratico medio: b

— desviacion tipica: b\/l =T/ b\/l — T/, =0,463b.

P.1057-02

(9)

(10)
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La distribucion de Rayleigh suele utilizarse unicamente en las inmediaciones del origen, es decir,
para valores bajos de x. En ese caso, se tiene:

x 2

F(x) = (11)

Esta expresion puede interpretarse de la siguiente manera: la probabilidad de que la variable aleatoria
X tenga un valor inferior a x es proporcional al cuadrado de este valor. Si la variable considerada es
una tension, su cuadrado representa la potencia de la sefial. En otros términos, en una escala en
decibelios, la potencia disminuye 10 dB por cada década de probabilidad. Esta propiedad permite a
menudo saber si un nivel recibido tiene una distribucién de Rayleigh, al menos asint6ticamente. Sin
embargo, cabe observar que otras distribuciones pueden tener el mismo comportamiento.

En particular, la distribucion de Rayleigh se produce en la dispersién causada por dispersores
independientes y situados aleatoriamente en los cuales no domina ninguna componente de dispersion.

NOTAl-b=0c-v2

6 Distribucion combinada log-normal y de Rayleigh

En ciertos casos, la distribucion de una variable aleatoria puede considerarse como resultante de la
combinacion de dos contribuciones: una distribucién log-normal para las variaciones a largo plazo y
una distribucion de Rayleigh para las variaciones a corto plazo. La distribucion de los valores
instantaneos se obtiene considerando una variable de Rayleigh cuyo valor medio (o valor cuadratico
medio) es en si una variable aleatoria que tiene una distribucion log-normal.

Si se designan con m y o, respectivamente, el valor medio y la desviacion tipica de la distribucion
normal asociada a la distribucion log-normal, se obtiene la distribucion siguiente:

1
Jon

En esta formula, la desviacion tipica o se expresa en neperios. Si se designa con ' su valor en
decibelios, se obtiene:

1- F(x) = .[ exp | —x%e~20U - du (12)

—00

c=0115¢ (13)

La Fig. 3 muestra una representacion grafica de esta distribucién para un nimero determinado de
valores de la desviacion tipica, donde se considera que el valor de m es igual a cero.

Los valores caracteristicos de la variable x son los siguientes:

— valor mas probable de x: In (\/%)

- valor mediano de x: In(vIn2)
— valor medio de x: ln(?)

- valor cuadratico medio de x: 0

- desviacion tipica de x: ln(‘/42__“).

Esta distribucién interviene principalmente en la propagacién por inhomogeneidad del medio, cuando
las caracteristicas de éste tienen variaciones significativas a largo plazo, como, por ejemplo, en la
difusion troposférica.
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FIGURA 3

Distribuciéon combinada log-normal y de Rayleigh
(con la desviacion tipica de la distribucion
log-normal como parametro)
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7 Distribucion de Nakagami-Rice (distribucion n de Nakagami) (véase la Nota 1)
NOTA 1 — No debe confundirse con la distribucion m de Nakagami.

La distribucion de Nakagami-Rice se deduce también de la distribucion normal, y generaliza la
distribucion de Rayleigh. Puede considerarse como la distribucién de la longitud de un vector que es
la suma de un vector fijo y de un vector cuya longitud tiene una distribucion de Rayleigh. De forma
alternativa, dada una distribucién normal bidimensional con dos variables independientes x e y y con
la misma desviacion tipica o, la longitud de un vector que une un punto de la distribucion con un
punto fijo, diferente del centro de la distribucion, tiene una distribucion de Nakagami-Rice.
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Si se designa por a la longitud del vector fijo, y o la longitud mas probable del vector de Rayleigh, la
densidad de probabilidad vendra dada por:

2 2
p(¥) =5 e (—%} |o(a—§j (14)

(&) ()

donde lo es la funcion de Bessel modificada de primera especie y de orden cero.

Esta distribucion depende de dos parametros, pero para las aplicaciones a los problemas de
propagacion, se deber elegir una relacion entre la amplitud a del vector fijo y la amplitud cuadréatica
media o+/2 del vector aleatorio. Esta relacion depende de la aplicacion considerada. Las dos
aplicaciones principales son las siguientes:

a) La potencia del vector fijo es constante, pero varia la potencia total de las componentes fija
y aleatoria

Si se estudia la influencia de un rayo reflejado por una superficie rugosa, o si se consideran las
componentes por trayectos maltiples ademas de la componente fija, la potencia media viene dada por
(a + 252). Esta distribucion suele definirse en términos de un parametro K:

a2
K =10 log — dB (15)
20
que es la relacion entre las potencias del vector fijo y de la componente aleatoria.
b) La potencia total de las componentes fija y aleatoria es constante, pero varian ambas
componentes

Si se estudia la propagacion por trayectos multiples a través de la atmdésfera, se puede considerar que
la suma de la potencia transportada por el vector fijo y de la potencia media transportada por el vector
aleatorio es constante, puesto que la potencia transportada por el vector aleatorio proviene de la del
vector fijo. Tomando la potencia total como unidad, se obtiene, pues:

a2 +202=1 (16)

y la fraccion de la potencia total transportada por el vector aleatorio es, pues, igual a 2 2.
Igualmente, si se designa por X la amplitud instantanea del vector resultante y por x un valor numerico
de esta amplitud, la probabilidad de obtener un nivel instantaneo superior a x viene dada por:

2 o0
Prob (X > x) = 1 — F(X) = 2exp (_Za_fleliﬁvem (—vz) |0(§Lf‘§j dv (17)

La Fig. 4 muestra esta distribucién para diferentes valores de la fraccidn de potencia transportada por
el vector aleatorio.
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FIGURA 4

Distribucion de Nakagami-Rice para una potencia total constante
(con la fraccion de potencia transportada por el vector aleatorio como pariametro)
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Para las aplicaciones practicas, se ha utilizado para las amplitudes una escala en decibelios y, para las
probabilidades, una escala tal que una distribucién de Rayleigh se representa mediante una recta. Se
observa que para los valores de la fraccion de potencia del vector aleatorio superior a 0,5
aproximadamente, las curvas se acercan a un limite, que corresponde a una distribucion de Rayleigh.
Esto se debe a que, en ese caso, el vector fijo tiene una amplitud del mismo orden de magnitud que
la del vector aleatorio y practicamente ya no se distingue de éste. En cambio, para pequefios valores
de esta fraccion, se puede demostrar que la distribucion de la amplitud tiende hacia una distribucion
normal.

Si bien la amplitud presenta una distribucion de Nakagami-Rice, la funcion densidad de probabilidad
de la fase es:

a2

1 0 a’cos’ 0 0

acos 2 acos 52
0) =— 1+\/E e 20° |l+erf e 20 18
P©) 27 2 o { ( V2o ﬂ (18)
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siendo:
_ 2 (oo _t2
erf (x) - jo e Udt (19)
8 Distribucion gamma y distribucién exponencial

Contrariamente a las distribuciones precedentes que derivaban de la distribucion normal, la
distribucion gamma deriva de la distribucion exponencial, de la que constituye una generalizacion.
Se aplica a una variable positiva y no limitada. La densidad de probabilidad es:

p(x) = % XVt emX 20)

donde I" es la funcion de Euler de segundo orden.

Esta distribucion depende de dos pardmetros o y v. Sin embargo, o es sélo parametro de escala de la
variable x. Los valores caracteristicos de la variable son:

. A%
- valor medio: —
o
L. ) NAY (B,
- valor cuadratico medio: #
(01
N Jv
— desviacion tipica: —_—.
(04

La integral que expresa la distribucién acumulativa no puede evaluarse en forma cerrada, salvo para
valores enteros de v. En cambio se pueden dar los desarrollos siguientes:

Aproximacion mediante una serie con x << 1:

_ 1 —aX v ax (aX)Z
FO=rip® (@Y {“ vil (vl (v+2) +} 1)

Aproximacion asintética con x >> 1:

_ _ 1 ax v-1, v-1 (v-1)(v-2)
1 F(X)_F(v)e (o x) |:1+ 0(X+ (@) +} (22)

Para v igual a la unidad, se obtiene la distribucion exponencial. Para v entero, el desarrollo asintético
posee un numero fijo de términos y da la distribucién gamma en forma explicita.

En propagacion, los valores interesantes de v son los valores muy bajos, del orden de 1 x 1072 a
1 x 107%. Ahora bien, para v proximo a cero, tenemos:

1 _ v _
= =v
rv) I'(v+l

(23)
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Por consiguiente, se puede escribir para v pequefio y para a X no demasiado pequefio:

1—H@:vT-%im (24)

o X

Para el calculo practico, se puede hallar una aproximacion a la integral anterior, por ejemplo:

e—ax
1-F(X)=v (25)
0,68+ a x+0,28 log a x

que es valida parav <0,1y a x> 0,03.

La distribucién acumulativa de la funcion gamma complementaria para pequefios valores de v se
muestra en la Fig. 5. Puede observarse que la probabilidad de que la variable x sea significativamente
superior a cero es siempre pequefia. Esto explica en particular el empleo de la distribucion gamma
para representar la intensidad de lluvia, puesto que el porcentaje total de tiempo de lluvia es en general
del orden de 2 a 10%.

9 Distribucion m de Nakagami (véase la Nota 1)
NOTA 1 - En este punto m indica un parametro de la distribucion m de Nakagami; no es un valor medio como
en los puntos precedentes de este Anexo.

Esta distribucion se aplica a una variable positiva no limitada. La densidad de probabilidad es igual a:

m

m _
p(x) = 2m x2M-1a 0 (26)

r(m)Qm
Q es un parametro de escala que es igual al valor medio de x2.

¥ =0 27)

Esta distribucion tiene varias relaciones con las distribuciones anteriores:

— si una variable tiene una distribucion m de Nakagami, el cuadrado de esta variable tiene una
distribucion gamma;

— param = 1, se obtiene una distribucion de Rayleigh;
— param = 1/2, se obtiene una distribucion normal unilateral.

La distribucion m de Nakagami y la distribucion de Nakagami-Rice pueden, pues, considerarse como
dos generalizaciones diferentes de la distribucion de Rayleigh. Cabe observar que, para sefiales de
niveles muy bajos, la pendiente de la distribucion m de Nakagami tiende hacia un valor que depende
del parametro m contrariamente a la distribucién de Nakagami-Rice, en la cual, la pendiente limite es
siempre la misma (10 dB por década de probabilidad). La Fig. 6 muestra la distribucion
acumulativa m de Nakagami para diversos valores del parametro m.
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FIGURA5

Distribuciéon gamma (oo =1, v<0,1)
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FIGURA 6

Distribucién m de Nakagami ( X*=1)
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10 Distribucion %2 de Pearson
La densidad de probabilidad viene dada por la relacion:

2
24 v
D) =——e 2 ()2 (28)

o

La variable y? es positiva e ilimitada; el pardmetro v es un nlimero entero positivo, y se denomina
numero de grados de libertad de la distribucion. I" representa la funcidn de Euler de segundo orden.
Segun la paridad de v se tiene:

Vv par: r Gj = G - ]! (29)

v impar: F(%):[%— j[%—z)%ﬁ (30)

La distribucién acumulativa viene dada por:

1 Xz —£ X—l
Fa)=—"—[e 212 dt (31)
22 r(vj 0
2
El valor medio y la desviacion tipica son los siguientes:
m=v (32)
c=42V (33)

Una propiedad esencial de la distribucion de 2 es la siguiente: Si n variables xi tienen distribuciones
de Gauss con una media m; y una desviacion tipica oj, la variable:

0 2
Z(—Xi il J (34)
i\ O

tiene una distribucion de x? con n grados de libertad. En particular, el cuadrado de una variable de
Gauss tipificada tiene una distribucion 2 con un grado de libertad.

Si varias variables independientes tienen distribuciones 2, su suma tiene también una distribucion y? cuyo
namero de grados de libertad es igual a la suma de los grados de libertad de cada una de las variables.

La distribucion %2 no es esencialmente distinta de la distribucién gamma. Se pasa de una a otra
mediante las relaciones siguientes:

=aX (35)

=n (36)

=
N < I\’| N
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Asimismo, se pasa de la distribucion 2 a la distribucion m de Nakagami por la transformacion siguiente:
2

X? _ g x2 (37)
%:m (38)

La distribucion de 2 se utiliza en pruebas estadisticas que sirven para determinar si un conjunto de
valores experimentales de una magnitud (intensidad de lluvia, atenuacion, etc.) puede modelizarse
con una distribucion estadistica dada.

La Fig. 7 da una representacion gréfica de esa distribucion para cierto nimero de valores de v.

FIGURA 7
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Anexo 2

Procedimiento paso a paso para aproximar una distribucion
acumulativa complementaria mediante una distribucion
acumulativa complementaria log-normal

1 Antecedentes
La distribuciéon acumulativa log-normal se define como:

0 equivalentemente:

Inx—m

1 9 t?
F(X) :E I exp I:—?:| dt

De modo similar, la distribucion acumulativa complementaria log-normal se define como:

G(x) =

© 2
1 1 1(Int-m
~exp|—— dt
oV2m J);t Xp! 2( c j }

- %erfc (m;—\/__zmj = %{1— erf ( InGx\/—Em ﬂ

0 equivalentemente:

X

4257

1 7 t2
G(X) = ﬁ J. exp |:—?:| dt
Inx—-m

17

(39)

(40)

(41)

(42)

donde Q() es la integral de la probabilidad acumulativa complementaria normal. Los parametros m
y o pueden estimarse a partir de un conjunto de n pares (Gi,xi) tal como se describe en el parrafo

siguiente.
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2 Procedimiento

Estimar los dos parametros logaritmico-normales m y ¢ como sigue:
Paso 1: Construir el conjunto de n pares (Gi,xi), donde G;j es la probabilidad de que x; sea rebasado.
Paso 2: Transformar el conjunto de n pares de (Gi,xi) en (Zi, In x;),
donde:
Zi =2 erfc™1(2G; ) = v2erf 1(1-2G;) 0, de modo equivalente, Z, = Q (G, )
Paso 3: Determinar las variables m y o realizando un ajuste de minimos cuadrados a la funcion
lineal:
Inx; =cZj+m

como sigue:

n n n

N> Zilnx—> Z; Y Inx
i=1

oo i=1 =1

n gziz{izir

i=1

n n
Zln Xj —cZZi
_i=l i=1

m=1=

n
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